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Contrôle �nal

L'épreuve dure 2h plus tiers-temps si nécessaire. Vous pouvez utiliser librement le

formulaire à la �n du sujet. Les documents, calculatrices et téléphones portables ne

sont pas autorisés. On prendra soin de justi�er les réponses.

Les deux parties sont à rédiger sur des copies séparées.

A l'intérieur de chaque partie, rédigez dans l'ordre SVP quitte à laisser

des blancs et revenir sur un exercice plus tard, cela facilite grandement le

travail des correcteurs.

Chaque partie est notée sur 10 points et sera notée séparément pour un total sur 20.

Partie I (à rédiger sur une première copie)

Exercice 1 (4 points). Trouver les transformées de Fourier des fonctions suivantes. On rappelle que
1ra,bs est la fonction indicatrice de l'intervalle ra, bs (donc qui vaut 1 sur l'intervalle et 0 en dehors de
celui-ci). On admettra que les fonctions sont bien absolument intégrables.

1.
fptq � |t|1r�1,1sptq.

2.
fptq � 2i sinptq1r�π,πsptq.

Exercice 2 (6 points). Est-ce que les séries de fonctions
°

n¥1 unpxq suivantes convergent uniformé-
ment sur l'intervalle I �s0, 1s pour le terme général un qui vaut :

1.

unpxq �
1

px� nq2
.

2.

unpxq �
1

n2x2
.

3.

unpxq �
1

x� n
.

TOURNER LA PAGE SVP.
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Partie II (à rédiger sur une deuxième copie)

Exercice 3 (3 points). Trouver la fonction fpxq dont la transformée de Laplace Lrf spsq vaut :
1.

1

1� s2
.

2.
1

sp1� s2q
.

Exercice 4 (7 points). Soit f : R Ñ R la fonction paire et 2π-périodique dé�nie sur r0, πs par
fpxq � sinpxq. On admet qu'elle est C1 par morceaux.

1. Tracer le graphe de f sur r�2π, 2πs.

2. Déterminer la série de Fourier Sf de f .

3. Pour quelles valeurs de x est-elle convergente ? Pour quelles valeurs de x a-t-on Sfpxq � fpxq ?

4. En déduire la valeur de la somme de
�8̧

p�0

1

p2p� 1qp2p� 3q
.

5. Evaluer
�8̧

p�0

1

p2p� 1q2p2p� 3q2
.
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Formulaire pour l'UE Mathématiques 4

(1) Les coe�cients de Fourier de f T -périodique continue par morceaux sont donnés par l'intégrale
sur une période (a au choix, ω � 2π

T
)

anpfq �
2

T

» a�T

a

cospnωxqfpxqdx, bnpfq �
2

T

» a�T

a

sinpnωxqfpxqdx, cnpfq �
1

T

» a�T

a

e�inωxfpxqdx.

(2) Si f est continue et C1 par morceaux, alors on a pour n P N� :

anpf
1q � nω bnpfq, bnpf

1q � �nω anpfq.

(3) La formule de Parseval, valable pour f T -périodique continue par morceaux, s'écrit :

1

T

» a�T

a

|fpxq|2dx �
|a0pfq|

2

4
�

1

2

�8̧

n�1

|anpfq|
2 � |bnpfq|

2.

(4) La transformée de Fourier de f est donnée par

f̂ppq �

»
R
e�ipxfpxqdx.

(5) Formule d'inversion s'écrit fpxq � 1
2π

³
R f̂ppqe

ipxdp.

(6) Le produit de convolution est donné par pf � gqpxq �
³
R fpx� yqgpyqdy.

(7) La formule de Plancherel s'écrit
³�8
�8 |fpxq|2dx � 1

2π

³�8
�8 |f̂ppq|2dp.

(8) Transformée de Laplace de f : r0,�8rÑ C est donnée par Lrf spsq �
³�8
0

fptqe�stdt. On pourra
aussi utiliser librement l'identité Lrf 1spsq � sLrf spsq � fp0q.

Transformées de Fourier usuelles

fpxq f̂ppq � Frf sppq

(9) gσpxq �
1?
2πσ2

e�
x2

2σ2 , σ ¡ 0 e�
p2σ2

2

(10) c
c2�x2 , c ¡ 0 πe�c|p|

(11) hpsxq, s ¡ 0 1
s
ĥpp

s
q

(12) 1
s
hpx

s
q, s ¡ 0 ĥpspq

(13) hpx� aq, a ¡ 0 e�ipaĥppq
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Transformées de Laplace usuelles

(14) fptq Lrf spsq

(15) eattn n!
ps�aqn�1 pour s ¡ a

(16) eat cospωtq, ω ¡ 0, a P R ps�aq
ps�aq2�ω2 pour s ¡ a

(17) eat sinpωtq, ω ¡ 0, a P R ω
ps�aq2�ω2 pour s ¡ a

(18) eathptq, a ¡ 0 Lrhsps� aq

Décomposition en éléments simples complexe de Y psq � ppsq
qpsq , avec qpsq � aps� s1q

m1 � � � ps�

skq
mk et degppq   degpqq est de la forme :

Y psq �
ķ

i�1

mi̧

j�1

ai,j
ps� siqj

,

avec pour 1 ¤ j ¤ mi :

ai,j �
1

pmi � jq!

�
dpmi�jq

dspmi�jq pY psqps� siq
miq

�
s�si

.

Dans ce cas, ai,1 est le résidu de Y en si.

Décomposition réelle. Si qpsq � aps � s1q
m1 � � � ps � slq

mlpps � a1q
2 � b21q

n1 � � � pps � aλq
2 � b2λq

nλ ,
pour si, ai, bi réels, et Y comme ci-dessus, il existe des réels ai,j, bi,j, ci,j uniques tels que

Y psq �
ppsq

qpsq
�

ļ

i�1

mi̧

j�1

ai,j
ps� siqj

�
λ̧

i�1

ni̧

j�1

ci,j � sdi,j
ppps� aiq2 � b2i qq

j
.
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